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圆柱壳的轴对称波动 

苏益品 陈伟球 

(浙江大学工程力学系 310027 杭州)  

 

摘要：基于 Dorfmann-Ogden 非线性电弹性框架及其线性增量理论，研究了在偏场作用下的不可

压缩各向同性软电弹性圆柱壳中的轴对称波，获得了以贝塞尔函数表示的波动解和精确的频散方

程。针对已有文献提出的非线性软电弹性材料模型，研究了偏场下电弹性圆柱壳的波动特性。结

果表明：预加电场与预拉伸对软电弹性圆柱壳中波动的影响显著，二者可用于对波动特性的调控。

另外，对比研究了不同结构形式、考虑和不考虑真空情况下电场对波动特性的影响，结果表明：

这两个因素的变化会使弥散曲线形状发生较大的改变。 
关键词：软电弹性；圆柱壳；偏场；线性增量理论；轴对称波 
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1 引 言 

软电弹性材料(Soft electroactive materials)是一

种新型的智能材料，在外电场的作用下其材料特性

会发生显著的改变，能实现大变形且反应时间快，

在制造柔性机器人、制动器、能量采集装置和其它

新型功能器件方面有广泛的应用前景，近年来得到

了学术界和工业界的广泛关注[1-3]。 
众所周知，演奏者通过调控琴弦的张紧程度可

以使琴发出不同的声音，这形象地说明了预变形可

以改变材料的动力学特性。另一方面，声波技术已

成为测量材料常数的重要手段。因此，研究偏场作

用下软电弹性材料或结构中波的传播不仅具有重要

的理论价值，也有明确的现实意义。Dorfmann 和

Ogden[4]基于他们先前提出的非线性理论框架[5-6]及

线性增量理论[7]研究了软电弹性全空间中的平面波

和半空间中的 Rayleigh 表面波，分析了偏场的影响。

文献[8]考察了软电弹性实心圆柱体中波的传播，采

用 Dorfmann-Ogden 电弹性理论导出了精确的轴对

称波动解。 
鉴于空心圆柱壳结构在实际应用中的重要性，

本文将文献 [8] 的工作进行推广。同样基于

Dorfmann-Ogden 电弹性理论，研究预拉伸和预置电

场对不可压缩软电弹性圆柱壳中轴对称波传播特性

的影响，给出数值计算并进行讨论。 

2 电弹性体的线性增量理论 

本节简要介绍Dofmann和Ogden提出的基于非线

性连续介质力学并考虑力电耦合的线性增量理论[7]。

关于 Dofmann-Ogden 非线性电弹性理论框架[5-6]，
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可参考文献[8]。 
取物体未变形时的初始构型为参考构型，记作 

rB (边界记作 rB∂ ，外法线方向记作 N )，其上的点

记作 X 。经过运动 ( , )tχ=x X 后，初始构型变为现

时构形，记作 tB (边界记作 tB∂ ，外法线方向记作 n )。
假设在运动 ( , )tχ=x X 上再叠加一无限小运动

( , )tx X& ，这里圆点表示变量的微小增量，根据

Dorfmann-Ogden 理论，有 

0 ,div ttρ=T u&              (1) 

l0 l0curl , div 0= =E D& &0            (2) 

式中：u是增量位移； 10 10E D& &、 分别是 Eulerian 描述

下 电 场 强 度 10E 、 电 位 移 10D 的 增 量 ，

T
0 10 1, −= =T FT E F E& & & & ， 10 1=D FD& & ； 1 1T E D& & &、 、 分别

是名义应力T 、Lagrange 描述下电场强度 1E 、电位

移 1D 的增量。 div和 curl 分别是现时构型中的散度

和旋度算符。考虑各向同性软电弹性体，其线性化

本构关系为 

0 0 0 10 10 0 0 10,p p Τ= + + − = +T A H Γ D H I E Γ H K D& & & &&  
(3) 

式中： p对应材料不可压缩条件的 Lagrange 乘子，

grad=H u为位移梯度，且 
1

0 0 0 0, ,α β α β α β α βΓ Γ Γ−= = = =piqj p q i j qjpi piq p q i ipqA F F A A F F
1 1

0 0ij i j jiK F F K Kα β αβ
− −= =           (4) 

式中 A、 Γ 、 K 为等效电弹性模量，其大小与偏

场有关，具体形式可参见文献[4-8]。本文仅上式采

用了求和约定。 
由于材料不可压缩，有 

div 0=u                (5) 
另外，真空中麦克斯韦方程的增量形式为 

* * * *
0 , curl , div 0ε= = =D E E D& & & &0     (6) 

其中 0ε 为真空介电常数。 
在电弹性体与真空的界面处，增量场需满足如

下条件 
* T * * *

l0 l0( ) , ( ) 0− − × = + − ⋅ =E E H E n D HD D n& & & & 0  
(7) 

T * * T
0 A0= + −T n t τ n τ H n& & &          (8) 

式中 A0 Ad da A=t t& & (其中： At 是施加在参考构型物

体边界上的外力； At& 表示 At 的增量；da与 d A分别

是现时构型和参考构型物体表面的微元面积)。真空

中的麦克斯韦应力及其增量形式为 

* * * * *
0

1 ( )
2

ε ⎡ ⎤= ⊗ − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
τ E E E E I      (9a) 

* * * * * * *
0 ( )ε ⎡ ⎤= ⊗ + ⊗ − ⋅⎣ ⎦τ E E E E E E I& & &&    (9b) 

 
图 1  圆柱壳及其偏场状态 

Fig.1  Cylindrical shell subject to a uniform biasing field 

3 轴对称问题的控制方程 

3.1 均匀偏场及其影响 

考虑如图1所示的无限长软电弹性圆柱壳，其内、

外半径分别为a b、 ，壁厚为h b a≡ − 。在初始构型圆

柱坐标系 ( , , )R ZΘ 中，该圆柱壳承受的均匀预变形可

用 1 2r R z Zλ θ Θ λ= = =、 、 描述，其中 1λ 和 2λ 分别

为径向和轴向的伸长率；圆柱壳同时承受电位移矢

量只有轴向分量 zD 的均匀电场作用。因此，在偏

场状态，有 
2

1 1
2

1 1
2

2 2

0 0 0 0 0
0 0 , 0 0 , 0
0 0 0 0 zD

λ λ
λ λ

λ λ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥= = = = ⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥

⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎣ ⎦

F b c D�  

(10) 
式中 b c、 分别为左、右柯西-格林变形张量。由不

可压缩条件可知 2
2 1λ λ−= 。 

与文献[8]相同，圆柱壳中( 1 i o 1a r r r bλ λ≡ ≡≤ ≤ ) 
柯西应力张量和电场矢量的非零分量分别为 

2 2 4
1 1 2 1 1 1

2 2 4
1 2 2 1 2 2

2 2 2
5 6 2

2 2 ( ) ,

2 2 ( )

2 4 ,

rr

zz

z z

I p
I p

D D

θθτ τ Ωλ Ω λ λ

τ Ωλ Ω λ λ

Ω Ω λ

= = + − −

= + − − +

+  
2 2

4 2 5 6 22( )z zE DΩ λ Ω Ω λ−= + +         (11) 
式中 / ( 1,2, ,6)m mI mΩ Ω= ∂ ∂ = L 。其中：Ω 为参

考构型下各向同性软电弹性体的能量密度函数； mI
为不变量，详见文献[4-8]。由式(11)中第三式可知，

若已知偏场状态的电场强度，则电位移分量 zD 可按

下式计算 

2 2
4 2 5 6 22( )

z
z

ED
Ω λ Ω Ω λ−=

+ +
        (12) 

与圆柱壳中的上述均匀偏场相对应，圆柱壳 
外( or r> )和圆柱壳内( ir r< )真空中电场和麦克斯韦

应力的非零分量分别为 
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* * 2 2
o i 4 2 5 6 2

* * 2 2
o i 0 4 2 5 6 2
* * * * * *
o i o i i i

2 2 2 2
0 4 2 5 6 2

2( ) ,

2 ( ) ,

2 ( )

 

    

θθ θθ

Ω λ Ω Ω λ

ε Ω λ Ω Ω λ

τ τ τ τ τ τ

ε Ω λ Ω Ω λ

−

−

−

= = = + +

= = + +

= = − = = = −

= − + +

z z z z

z z z

rr zz rr zz

z

E E E D
D D D

D    (13) 
式中下标 o(i)代表圆柱壳外(内)电场。 

文献[8]给出了对应上述均匀偏场的等效电弹性

模量 0 0 0ijkl ij ijkA K Γ、 、 的具体表达式，这里不再列出；

但需要指出的是，各向同性软电弹性材料在预置前述

均匀偏场后呈现出了横观各向同性材料的特点。 

3.2 增量方程及边界条件 

考虑在前述均匀偏场之上再叠加一个无限小

的轴对称运动，即 

10 10

10 10

( , , ) , ( , , ), ( , , )

( , , ) , ( , , )
r r z z r r

z z

u u r z t u u r z t D D r z t
D D r z t p p r z t
= = =

= =

& &

& & & &  (14) 
则位移梯度H 为 

/ 0 /
0 / 0
/ 0 /

r r

r

z z

u r u z
u r

u r u z

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

H         (15) 

由式(3)可得应力及电场的增量形式 

0 01111 01122

01133 0113 10

0 01122 01111

01133 0113 10

0 01133 01133

03333 0333 10

0 01331 013

( )

,

( )

,

( ) ,

( )

r r
rr

z
z

r r

z
z

r r
zz

z
z

r
rz

u uT A p A
r r

uA D p
z
u uT A A p
r r
uA D p
z
u uT A A
r r

uA p D p
z
uT A p A
z

θθ

Γ

Γ

Γ

∂
= + + +

∂
∂

+ −
∂
∂

= + + +
∂
∂

+ −
∂
∂

= + +
∂

∂
+ + −

∂
∂

= + +
∂

&

& &

&

& &

&

& &

&
13 0131 10

0 03131 01331 0131 10

10 0131 011 10

10 0113 0333 033 10

,

( ) ,

,

z
r

r z
zr r

r z
r r

r r z
z z

u D
r

u uT A A p D
z r
u uE K D
z r
u u uE K D
r r z

Γ

Γ

Γ

Γ Γ

∂
+

∂
∂ ∂

= + + +
∂ ∂
∂ ∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

&

& &

& &

& &    (16) 

对轴对称运动，式(1)~(2)和式(5)可展开为 
2

0 0 0 0
2

2
0 0 0

2

,rr zr rr r

rz zz rz z

T T T T u
r z r t
T T T u
r z r t

θθ ρ

ρ

∂ ∂ − ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

& & & &

& & &
      (17) 

10 10 0r zE E
z r

∂ ∂
− =

∂ ∂

& &
              (18) 

10 10 10 0r r zD D D
r r z

∂ ∂
+ + =

∂ ∂

& & &
          (19) 

0r r zu u u
r r z

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
             (20) 

对于真空中的电场，类似有 
* * * * *

0, 0, ( o, i)mr mz mr mr mzE E D D D m
z r r r z

∂ ∂ ∂ ∂
− = + + = =

∂ ∂ ∂ ∂

& & & & &
   

(21) 
式中 * *

0 ( o,i; , )mj mjD E m j r zε= = =& & 。 

本文假设所施加的边界外力增量为零，即

A0 o i( , )r r r= =t& 0 。对于圆柱壳内、外边界，分别有

i ( 1,0,0)= −n 、 o (1,0,0)=n 。这样，由式(8)可得到

力学边界条件为 
* * * *

0 0, ,

( ; o,i)

r r
rr mrr mrr rz mzr mzz

m

u uT T
r z

r r m

τ τ τ τ
∂ ∂

= − = −
∂ ∂

= =

& & &

  (22) 
式中 

* * * * *
0 ,mrr m mzz mz mzE Eθθτ τ τ ε= = − = − && & &     

* * * *
0 , ( o,i)mrz mzr mz mrE E mτ τ ε= = =&& &         (23) 

而 *
mzE 已由式(13)给出。 
相应地，电学边界条件也可从式(7)简化为 

* * * *
10 100, 0 ,

( ; o,i)

z r
z mz mz r mz mr

m

u uE E E D D D
z z

r r m

∂ ∂
− − = + − =

∂ ∂
= =

& & & & 

(24) 

4 轴对称波的传播 

4.1 方程的化简 

与文献[8]相似，本文引入如下电势函数φ  

10 10,r zE E
r z
φ φ∂ ∂

= − = −
∂ ∂

& &          (25) 

这样式(18)将自动满足。本构关系式(16)可写成 

0 11 12 13 31

0 12 11 13 31

0 13 13 33 33

( ) ,

( ) ,

( ) ,

r r z
rr

r r z

r r z
zz

u u uT c p c c e p
r r z z

u u uT c c p c e p
r r z z
u u uT c c c p e p
r r z z

θθ

φ

φ

φ

∂ ∂ ∂
= + + + + −

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= + + + + −
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= + + + + −
∂ ∂ ∂

& &

& &

& &  

0 551 552 15( ) ,r z
rz

u uT c p c e
z r r

φ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂
&  

0 553 551 15( )r z
zr

u uT c c p e
z r r

φ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂
&         (26a) 
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10 15 11

10 31 33 33

,r z
r

r r z
z

u uD e
z r r
u u uD e e
r r z z

φε

φε

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

&

&
       

(26b)
 

式中 
11 011 33 033 15 0131 11

31 0113 33 33 0333 33 11 01111 0113 31

12 01122 0113 31 13 01133 0113 33

33 03333 0333 33 551 01331 0113 15

1 / , 1 / , ,

, , ,

, ,

, ,

 

 

ε ε Γ ε

Γ ε Γ ε Γ

Γ Γ

Γ Γ

= = = −

= − = − = +

= + = +

= + = +

K K e

e e c A e

c A e c A e

c A e c A e

 

552 01313 0131 15 553 03131 0131 15,c A e c A e= + Γ = + Γ      (27) 

   将式(26)代入式(17)和式(19)，并利用不可压缩条

件式(20)，可得 
2

2
11 13 551 5532 2

22

15 31 2

2
2 2

552 33 13 551 152

22

33 2 2

2 2
2 2

15 33 15 31 11 332 2

( )

( )

( ) (28)

( ) 0

r r
r r

r

z
r z r

z

z
r z r

u uc c c u c
r z
upe e

r z r t
uc u c c c e
z

upe
z z t

ue u e e e
z z

φ ρ

φ

φ ρ

φε φ ε

⎧ ∂⎛ ⎞− − ∇ − + +⎪ ⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠⎪
⎪ ∂∂ ∂

+ − =⎪
∂ ∂ ∂ ∂

∂
∇ + − − + ∇ +⎨

∂
∂∂ ∂

− =
∂ ∂ ∂

∂ ∂
∇ + − − − ∇ − =

∂ ∂

&

&

   

⎪
⎪⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩
式中 2 2 2/ (1 / ) /r r r r∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂ 。式(28)和式(20)构成

了以位移、电势和 Lagrange 乘子增量表示的圆柱壳

波动增量场的控制方程，与横观各向同性圆柱壳的

线弹性运动方程[9]形式相似。 
类似地，引入电势函数 *

mφ ，使 
* *

* *, , ( o,i)m m
mr mzE E m

r z
φ φ∂ ∂

= − = − =
∂ ∂

& &     (29) 

显然式(21)中的第一式已经满足，根据第二式可得出 
2 *

2 *
2 0 , ( o,i)m

r m m
z
φ

φ
∂

∇ + = =
∂

     (30) 

即真空中的电势满足 Laplace 方程。 

4.2 轴对称波动解 

考虑沿圆柱壳 z轴传播的轴对称波，可设 

1 1 2 1

1 0 2 0

1 0 2 0

1 0 2 0

J ( )sin( ) Y ( )sin( ),

J ( )cos( ) Y ( )cos( ),

J ( )cos( ) Y ( )cos( ),

J ( )sin( ) Y ( )sin( ) (31) 

α ω α ω

α ω α ω

φ α ω α ω

α ω α ω

= − + −

= − + −

= − + −

= − + −

r

z

u A r kz t A r kz t

u B r kz t B r kz t

C r kz t C r kz t

p D r kz t D r kz t&

式中： J ( ) Y ( )j j⋅ ⋅、 分别表示 j阶第一类、第二类贝

塞尔函数； kα、 分别为径向、周向波数；ω 为圆

频率； ( 1,2)j j j jA B C D j =、 、 、 为待定常数。将上

述波动解代入式(28)和式(20)，可得一组关于 8 个待

定常数的齐次代数方程，由该方程的非零解条件可

导出如下特征方程 

11 13 14

22 23 24

32 33

41 42

0
0

0
0 0

0 0

g g g
g g g
g g

g g

=            (32) 

式中 
2 2 2

11 11 13 551 553

13 15 31 14 41

2 2 2
22 552 33 13 551

2 2
23 15 33 24 42

2 2 2 2
32 15 33 15 31 33 11 33

( ) ,
( ) , ,

( ) ,

, ,

( ) ,

g c c c c k
g e e k g g
g c c c c k

g e e k g g k
g e e e e k g k

ρω α
α α

ρω α

α

α ε α ε

= − − − −

= + = =

= − − − −

= − − = = −

= − − − − = +

 

当给定 k ω、 后，即可从上式求得六个α 值。如

取Re[ ] 0jα > 或Re[ ] 0jα = 且 Im[ ] 0jα > ( 1,2,3)j = ， 

那么波动解可表示为 
3

1 1 2 1
1

3

1 1 0 1 2 0
1

3

2 1 0 2 2 0
1

3

3 1 0 3 2 0
1

[ J ( ) Y ( )]sin( ),

[ J ( ) Y ( )]cos( ),

[ J ( ) Y ( )]cos( ),

[ J ( ) Y ( )]sin( )

r j j j j
j

z j j j j j j
j

j j j j j j
j

j j j j j j
j

u A r A r kz t

u A r A r kz t

A r A r kz t

p A r A r kz t

α α ω

β α β α ω

φ β α β α ω

β α β α ω

=

=

=

=

= + −

= + −

= + −

= + −

∑

∑

∑

∑&

 

(33) 
式中 njβ (n=1,2,3)可由上述齐次代数方程组确定为 

{
}

2 2
15 33 15 31

1 2 12 2
11 33

2 2 2
3 552 33 13 551 1

2 2
15 33 2

( )
, ,

1 ( )

( ) , ( 1,2,3)

j j
j j j

j

j j j

j j

e e e e k
k k

c c c c k
k
e e k j

α α
β β β

ε α ε

β ρω α β

α β

+ − −
= =

+

⎡ ⎤= − − − − −⎣ ⎦

+ = (34) 

需要说明的是，本文没有如文献[10]一样对 jα 的取

值(实数，虚数或复数)进行讨论，因为目前的数值

软件如 Mathematica、Matlab 都可以直接进行复杂

的复数运算。 
将式(33)所示的波动解代入式(26)和式(25)即可

得到应力、电位移、电场强度等具体表达式，这里

限于篇幅不再给出。 
类似地，可得到圆柱壳内、外真空电场的电势，为 

* *
o o 0

* *
i i 0

K ( )cos( ) ,

I ( )cos( )

C kr kz t

C kr kz t

φ ω

φ ω

= −

= −

 

        (35) 

式中： * ( o,i)mC m = 为待定常数； 0 0I ( ) K ( )⋅ ⋅、 分别
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为 0 阶第一类、第二类修正贝塞尔函数。由电势可

根据式(29)得到内、外电场的电场强度矢量。 

4.3 频散方程 

    将所求得的各物理量表达式代入边界条件

式(22)和式(24)中，可得关于 1 2 ( 1,2,3)j jA A j =、 和

* ( o,i)mC m = 的 8 个齐次代数方程，由非零解条件可

得到如下频散方程 

11 12 13 14 15 16 17

21 22 23 24 25 26 27

31 32 33 34 35 36 37

41 42 43 44 45 46 47

51 52 53 54 55 56 58

61 62 63 64 65 66 68

71 72 73 74 75 76 78

81 82 83 84 85 86 88

0
0
0
0

0 (36)
0
0
0
0

d d d d d d d
d d d d d d d
d d d d d d d
d d d d d d d
d d d d d d d
d d d d d d d
d d d d d d d
d d d d d d d

=

式中 
*

1 11 o 1 o 12 1 o o

13 1 31 2 3 0 o

*
2 551 o 552 1 15 2 1 o

*
3 2 1 o 0 o

*
4 15 1 11 2 o 1 o

5

( )Z ( ) Z ( ) /

( )Z ( ),

( ) ( ) Z ( ),

( )Z ( ),

( ) Z ( ),

(

j rr j j

j j j j

j zz j j j j

j j j z j

j j j j j z j

j

d c p r c r r

c k e k r

d c p k c e r

d k E r

d e k kD r

d c

τ α α

β β β α

τ β β α α

β β α

α β ε α β α

′= + + + −

+ +

⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦

= +

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦

= *
11 i 1 i 12 1 i i

13 1 31 2 3 0 i

*
6 551 i 552 1 15 2 1 i

*
7 2 1 i 0 i

*
8 15 1 11 2 i 1 i

*
17 0 o

)Z ( ) Z ( ) /

( )Z ( ),

( ) ( ) Z ( ),

( )Z ( ),

( ) Z ( ),

K

rr j j

j j j j

j zz j j j j

j j j z j

j j j j j z j

z

p r c r r

c k e k r

d c p k c e r

d k E r

d e k kD r

d E k

τ α α

β β β α

τ β β α α

β β α

α β ε α β α

ε

′+ + + −

+ +

⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦

= +

⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦

= *
0 o 27 0 o 1 o

*
37 0 o 47 0 1 o 58 0 i 0 i

*
68 0 i 1 i 78 0 i 88 0 1 i

( ), K ( ),

K ( ), K ( ), I ( ),

I ( ), I ( ), I ( ) (37)

z

z

z

kr d E k kr

d k kr d k kr d E k kr

d E k kr d k kr d k kr

ε

ε ε

ε ε

= −

= − = − =

= = − =

其中：对于 1,2,3j = ， Z( )⋅ 取 J( )⋅ ；对于 4,5,6j = ，

Z( )⋅ 取 Y( )⋅ ；同时，为方便表达起见，引入了

3j jα α+ = 和 ( 3) ( , 1,2,3)n j nj j nβ β+ = = 。 

如 果 圆 柱 是 实 心 的 ， 则 式 (33) 中 的

2 ( 1,2,3)jA j = 为零，同时无内真空电场，此时频散

方程(36)退化为 

11 12 13 17

21 22 23 27

31 32 33 37

41 42 43 47

0

d d d d
d d d d
d d d d
d d d d

=          (38) 

5 数值结果 

在以下算例中，采用 Dorfmann 和 Ogden[4]提出

的软电弹性材料模型，其能量密度函数如下 

1 1 4 2 5
0

1 1( 3) ( )
2

I I IΩ μ γ γ
ε

= − + +       (39) 

式中： μ 为剪切模量； 1 2γ γ、 为量纲为一的力电耦

合系数。若不考虑力电耦合效应(即 1 2 0γ γ= = )，上

述材料模型就退化为 neo-Hookean 非线性弹性材

料。容易求出 
2 2 1 2

1 2 0 1

1 2
0 1 2 2

* * 1 2
o i 0 1 2 2

* * 1 2
o i 0 1 2 2

* * * * * *
o i o i i i

1 2 2 2
0 1 2 2

, 2 ,

2 ( ) ,

2 ( ) ,

2 ( ) ,

2 ( )

rr zz z

z z

z z z

z z z

rr zz rr zz

z

p p D
E D

E E D

D D D

D

θθ

θθ θθ

τ τ μλ τ μλ ε γ

ε γ λ γ

ε γ λ γ

ε γ λ γ

τ τ τ τ τ τ

ε γ λ γ

−

− −

− −

− −

− −

= = − = − +

= +

= = +

= = +

= = − = = = −

= +    (40) 
2 4 1 2

11 1 12 13 553 1 0 2 551

1 2 2
4 1 2 0 2

33 1 0 2 4
1 1 2

1 2 2
20 2

551 552 1 5512
1 1 2

0 0
11 332 4

1 1 2 1 1 2

2
15 31 332

1 1 2

, 0, 2 ,

8
2 ,

( )

2
, ,

( )

, ,
2( ) 2( )

, 0,
( )

z

z
z

z

z

c c c c D c
Dc D

Dc c c

De e e

μλ μλ ε γ

ε γ
μλ ε γ

γ λ γ

ε γ
μλ

γ λ γ
ε ε

ε ε
γ λ γ γ λ γ

γ
γ λ γ

− −

−
− −

−

−

−

−

= = = = + +

= + −
+

= − = +
+

= =
+ +

= − =
+

2
4

1 1 2

2 (41)
( )

zDγ
γ λ γ

= −
+

    本文假设在偏场状态施加在圆柱壳内、外边界

上的机械力为零，则静水压力 p可由 * *
o irr rr rrτ τ τ= =

确定。计算时，采用如下量纲为一的量 

0, , /zb kb DρΣ ω κ δ με
μ

= = =      (42) 

为了验证本文推导的正确性，首先考察实心

软电弹性圆柱中的波的传播，相应的频散方程见

式(38)，其形式除用第一类 Bessel 函数代替第一类

修正的 Bessel 函数之外，与文献[8]完全一致。本

文数值结果将给出频散曲线图，频散曲线上确定的

是波数和频率之间的关系，进而又可确定频率和波

速(相速度或群速度)之间的关系。图 2 和图 3 给出

了第 1 枝、第 2 枝的频散曲线(量纲为一的频率Σ -
量纲为一的波数κ 关系曲线)，其中图 2 对应力电

耦合系数 1 1γ = 和 2 2γ = ，改变预拉伸 1λ 、电位移δ ；

图 3 对应预拉伸 1 1.5λ = 和电位移 0.3δ = ，改变力电

耦合系数 1 2γ γ、 。可以看到，图 2 和图 3 所示的第

一枝频散曲线与文献[8]的完全相同，不仅验证了本
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文推导和计算的正确性，也充分说明了目前计算软

件强大的复数运算能力。 

 
图 2  实心圆柱体中轴对称波的前 2 枝频散曲线( 1 21, 2γ γ= = ) 

Fig.2  First two branches of dispersion spectra for axisymmetric wave in 
a soft electroactive cylinder( 1 21, 2γ γ= = ) 

 
图 3  实心圆柱体中轴对称波的前 2 枝频散曲线(λ1=1.5, δ=0.3) 

Fig.3  First two branches of dispersion spectra for axisymmetric wave in  
a soft electroactive cylinder(λ1=1.5, δ=0.3) 

图 4 和图 5 给出了内、外半径比为 1:3 时的圆

柱壳第 1 枝、第 2 枝频散曲线，其中图 4 对应于力

电耦合系数 1 1γ = 和 2 2γ = ，改变预拉伸 1λ 、电位移

δ ；图 5 对应于预拉伸 1 1.5λ = 和电位移 0.3δ = ，改

变力电耦合系数 1 2γ γ、 。图 4 表明，预变形和预置

电场都对软电弹性圆柱壳的波动特性产生重要影

响，这与传统硬材料的情形[11]有所不同，说明偏场

可以作为调控软电弹性结构或器件的动力学特性的

有效手段。图 5 的结果则说明了材料参数对波动特

性的影响：通过选择不同的力电耦合系数，可以达

到优化结构动力学特性的目的。 
对比图 4、图 5 与图 2、图 3 可发现，由于拓

扑结构的不同，轴对称波的传播特性也发生了明显

的变化，这为结构波动特性的调节提供了又一方法。 

 
图 4  圆柱壳前 2 枝频散曲线( 1 21, 2γ γ= = ) 

Fig.4  First two branches of dispersion spectra for axisymmetric wave in 
a soft electroactive cylindrical shell( 1 21, 2γ γ= = ) 

 
图 5  圆柱壳前 2 枝频散曲线(λ1=1.5, δ=0.3) 

Fig.5  First two branches of dispersion spectra for axisymmetric wave in 
a soft electroactive cylindrical shell(λ1=1.5, δ=0.3) 

与 Dorfmann-Ogden 理论不同，目前有一些力

电耦合理论没有给出物体之外真空中电场的列式，

忽略了其影响。为了考察真空电场对软电弹性圆柱

壳中波动特性的影响，需导出不考虑真空电场作用

的频散方程。此时，电学边界条件式(24)变为 

10 0 , ( ; o,i)r mD r r m= = =&       (43) 
频散方程为 

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

81 82 83 84 85 86

0

d d d d d d
d d d d d d
d d d d d d
d d d d d d
d d d d d d
d d d d d d

=     (44) 

 
图 6  不考虑真空中电场影响的圆柱壳前 2 枝频散曲线( 1 21, 2γ γ= = ) 
Fig.6  First two branches of dispersion spectra for axisymmetric wave in 
a soft electroactive cylindrical shell without considering electric field of 

vacuum( 1 21, 2γ γ= = ) 

 
图 7  不考虑真空中电场影响的圆柱壳前 2 枝频散曲线(λ1=1.5, δ=0.3) 
Fig.7  First two branches of dispersion spectra for axisymmetric wave in 
a soft electroactive cylindrical shell without considering electric field of 

vacuum (λ1=1.5, δ=0.3) 



第 1 期                                苏益品，等：偏场作用下不可压缩软电弹性圆柱壳的轴对称波动                                 13  

 

图 6 和图 7 为不考虑真空中电场影响的圆柱壳

频散曲线。通过对比可以看出，是否考虑外电场对

曲线的影响是明显的，图 6 中频率随波数的变化方

式比图 4 更复杂、更丰富，同时图 7 中随波数的增

加，不同力电耦合系数的各曲线区分也更加明显。  

6 结束语 

本文将文献[8]的工作进行了推广，考察了偏场

作用下软电弹性圆柱壳中轴对称波的传播特性。在

实心圆柱情形，本文获得的解与文献[8]完全一致，

只不过本文采用了第一类 Bessel 函数来表示波动

解，而文献[8]采用的是第一类修正的 Bessel 函数。

由于目前计算软件的强大复数运算能力，两者的计

算结果完全吻合。在圆柱壳情形，波动解中除了第

一类 Bessel 函数，还须包括第二类 Bessel 函数，以

满足圆柱壳内边界处的边界条件。 
计算结果表明，偏场、材料模型中的力电耦合

系数、结构形式(实心圆柱或圆柱壳)都对软电弹性

圆柱体中波的传播特性有重要影响，这为多方面综

合优化波动器件提供了理论依据。最后，对考虑和

不考虑真空电场作用的情形进行了对比，结果显

示，真空中电场对软电弹性结构或器件的影响不能

忽略。 
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